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In  this  paper,  we  propose  for  first  time  practical  parameters  to  construct  a  compact 
sub!Angstrom Free Electron Laser (FEL) based on Compton backscattering. Our recipe is based 
on  using  picocoulomb  electron  bunch,  enabling  very  low  emittance  and  ultracold  electron 
beam. We  assume  the  FEL  is  operating  in  a  quantum  regime  of  Self  Amplified  Spontaneous 
Emission (SASE). The fundamental quantum feature is a significantly narrower spectrum of the 
emitted  radiation  relative  to  classical  SASE.  The  quantum  regime  of  the  SASE  FEL  is  reached 
when  the  momentum  spread  of  the  electron  beam  is  smaller  than  the  photon  recoil 
momentum.  Following  the  formulae  describing  SASE  FEL  operation,  realistic  designs  for 
quantum FEL experiments are proposed. We discuss the practical constraints that influence the 




















ranging applications  in modern medical,  commercial,  and academic  research applications e.g. 
microscopy and nuclear  resonance absorption. Some properties of  the x!ray  radiation which 
are  important  for  these  applications  are  narrow  spectral  width,  high  photon  flux, 
high!brightness, pulse duration (in the ps to fs range) and variable polarization.  
A  potentially  attractive  ultra!short  x!ray  source  has  been  proposed  by  replacing  the 
magnetic  undulator  in  the  conventional  undulator  Free  Electron  Laser  (FEL)  by  ultra!high 
intensity  laser  pulses  (a  laser  undulator)  [1,2].  Synchrotron  radiation  is  emitted  when  an 
electron  beam  of  substantially  lower  energy  interacts  with  a  counter  propagating  laser 
undulator.  The  Compton  backscattered  process  can  be  treated  as  that  of  an  undulator  FEL 
operated in the Self Amplified Spontaneous Emission (SASE) mode [2,3]. The quantum regime 
of  SASE  FELs  is  characterized by  a dimensionless  parameter ! ! ! ���!!! , where !  is  the 
classical FEL parameter, !  is  the electron energy  (in  rest mass units), !  is  the electron mass, 
and !  is  the photon wavenumber  [4!6]. Since  the maximum  induced energy spread !!!��, 
hence, !  is  understood  as  the  ratio  between  the  classical momentum  spread !���  and  the 
photon recoil !!. The quantum effects become apparent when ! ! ! where the discreteness 
of  momentum  exchange  becomes  significant.  In  the  quantum  regime,  the  broad  and  spiky 
classical spectrum is converted to discrete lines due to a distinct transition between two energy 
levels. This process is called quantum purification. The width of this single emission line in the 
quantum FEL (QFEL) is  !!!! !∀#∃ ! !!!!!![7] where !!  is the radiation wavelength and !! is 
the  electron  bunch  length.  In  the  classical  regime when ! ! !, many momentum  states  are 
occupied and a multi!frequency spectrum with equally spaced lines is observed. The spectral 
width  of  the  classical  FEL  (CFEL)  spectrum  is  given  by  !!!! !∀#∃!!!  with  the  average 
number of spikes !!!!!! !!!!!  [8].  
Recent  advances  in  laser!plasma  accelerators  have  demonstrated  generation  of  low 
energy  spread,  low!emittance,  and  very  short  electron  bunches  (fs  duration)  [9,10].  On  the 
other hand, present day lasers (e.g., Nd:YAG/Nd:glass lasers) can provide laser pulses with high 
peak power (TW range) and relatively long pulse duration (ns!ps range). These characteristics 
create  a  possibility  to  realise  an  efficient  x!ray  QFEL  using  a  Compton  backscattering 








In  this  paper,  we  present  design  studies  for  a  compact  sub!Angstrom  radiation  source 
based  on  the  Compton  backscattering  configuration.  The  criteria  and  constraints  that  are 
inherent  in  the  requirements  for  all  experimental  parameters  are  discussed.  We  use  the 
working equations of FELs in the Compton regime discussed in Ref. [7] to propose experimental 
parameters  of ! !!!!!!QFELs.  In  this  paper,  we  assume  operation  in  the  quantum  regime 





    In  this  section,  we  present  the  basic  formulae  of  the  laser!electron  Compton 
backscattering  scheme  (i.e., Quantum  SASE  FELs). We  also  discuss  the  design  criteria  for  the 
QFEL experiments.   
    In the Compton backscattering process, the radiation wavelength !!   is identical to that of 
an undulator FEL by replacing the undulator period by half of the incident laser wavelength !! 














where !!  is the minimum radius of the laser and !!  is 1 or  ! for a Gaussian or for a flat top 
transverse profile of the laser. It is noted that the position!dependent laser radius !!!! varies 
due to the intrinsic Gaussian beam diffraction. If the laser diffraction is taken into account, the 
laser parameter !!  shown  in Eqs.  (1) and (2) should be replaced by !!!! ! !!! !! !!!!
!  
where !! is the laser Rayleigh range. When !! ! !, the resonance wavelength given by Eq. (1) 
becomes  spatially dependent broadening  the emission  spectrum. One  important  criterion  for 
QFEL  optimization  is  to  fulfill  the  condition  !! ! !  to  overcome  the  laser  diffraction  and 
resultant  spectral  broadening.  From  Eq.  (2),  the  constraint  !! ! !  imposes  a  limit  on  the 
maximum  laser undulator power, as discussed  later. The diffraction effect can be  reduced by 




















where !  is  the peak current of electron beam,  !! ! 17!��  is  the Alfven current, !  is  the  rms 
electron beam radius, and !!  is 1 or  ! for a Gaussian or for a flat top transverse current profile 
respectively. Using Eq. (3) with Eq. (2), we can write the peak electron current as: 


















! ! !! and ! ! !!!!
!. Therefore, the peak current required in the FEL experiments operated in 
the quantum regime (! ! !) is much smaller than that required in the classical regime (! ! !). 
This  fact  indicates  the  important  role  of  the  quantum  regime  to  realize  a  compact  FEL 
experiments in the x!ray range. 











!!∀# ! !!∀# ! !!!! ! !!!! !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
where !!  is the number of !! in the interaction length !!∀# .  
for the lasers with Gaussian profile 































    In  the  classical  regime  (i.e.,  when  ! ! !),  the  number  of  spikes  is  !!!!!! !!!!! !
!!!!!!!!!. In the quantum regime when ! ! !, the chaotic temporal structure of the radiated 
pulse is reduced. In this study, we assume !! ! !!, so that many radiation spikes would occur 
in  the  classical  regime.  Therefore,  when ! ! !,  the  improved  spectral  characteristics  of  the 
QFEL interaction should become apparent.  
To  determine  the  experimental  parameters,  we  begin  by  choosing  the  radiation 
wavelength !!, the laser wavelength !!, and an appropriate value for the quantum regime of  
! ! !!!. For saturation, we choose !!!24!!  (see  figures 3 and 4).  It  is noted that  for smaller 
values of ! (i.e., ! ! !!!,) impractical values for the gain length !! and the laser pulse width !! 
are  necessary.  Then,  the  energy  of  the  laser  pulse ! ! !!!  become  more  challenging.  For 
values of ! ! !!!, the quantum properties of the FEL interaction are greatly reduced.  
Using realistic values for the laser power ! and the laser parameter !!, we can determine 
the  parameters  !  using  Eq.  (1), !!  using  Eq.  (2),  ! ! ! !!!��� ,  !!  and  !!  using  Eq.  (5), 
! ! ! !, and !! using Eq. (6). In this work, ! is varied from 0 to !!. The normalized emittance, 
!! ! ! ! !! !!
!  is assumed in Eq. (8) and varies linearly with !. Note that for high efficiency 
operation,  to maintain beam/laser overlap, ! ! !!. By varying !,  the current !  is  also varied 
according to Eq. (4) and the corresponding radiation power !!  is obtained using Eq. (9). As will 




The  values  of  !  and  !!  are  then  chosen  to  satisfy  the  following  criteria:  (i)  !! ! !  to 
minimize  the  laser  radiation  wavelength  in  Eq.  (1)  and  the  emittance  given  by 
!! ! ! ! !! !!
! , (ii) !!!24!!, so that saturation can be attained for the power growth, (iii) 
the current ! should have realistic values in the working range of !! (i.e. ! ! !!kA) (Note that 
the  applicable  range of !!  is  determined by  the  applied  range of ! ! ! ! !!),  (vi)  The  laser 
pulse  duration  !!  and  the  peak  power  and  energy  of  the  laser  pulse  should  also  have 
reasonable values. Here,  it  is noted that !!  is  in the order of tens of ps and the energy of the 
laser pulse ! is ! ! Joule for a QFEL operated in the x!ray regime. A laser undulator period of 
1.064 ��  is  a  good choice as  long pulse durations  (ns!ps  range) and  relatively high!energy 
laser pulses are commercially available (e.g., Flash lamp‐Pumped Nd:YAG laser with energy up 
to 25 Joules). 
The  experimental  parameters  for  a  QFEL  experiment  can  now  be  obtained.  The  bunch 











the relation !! ! ! ! !! !!
! , the corresponding value of ! for !! is calculated. ! and !! are 
chosen so that!!! ! 50!!. The emittance may differ appreciably from that predicted by Eq. (11) 
if  using  other  scaling  laws  such  as  !! ! !!015! ! !!024  of  [17].  From  Eqs.  (4)  and  (8),  It  is 




    In the following examples, sub‐Angstrom QFEL experiments at !! ! !!!!!, !! ! !!!!!, and 





    Using Eq. (8) for ! ! ! ! !!, the dependences of the current ! on both the electron beam 
radius !, and its normalized emittance !! are shown in figures 1(a) and 1(b) respectively. Using 
Eq. (9), the variation of ! against the peak power of FEL radiation !!, is shown in figure 2. 
    To  select  an  experimental  operating  point  for ! ! !!!, !  is  calculated  for  an  applicable 
value of !! using Eq. (11) (i.e., Q=1.2 pC when !! ! !!01!mm.mrad). Figures 1(a) and 1(b) are 
used  to  select  a  suitable  value  of  emittance  seen  to  be  !! ! !!05 mm.mrad.  In  practice,  in 
order to achieve such low emittance and low rms radius of the electron beam, the ! !function 
must be small (few tens of mm) at the interaction region. This requires strong electron focusing 
optics.  In our work,  the bunch  length !!  is determined by ! and !  (corresponding to !!) and 
should satisfy the condition !! ! !!. Other parameters can be calculated from the equations 




of  photon  flux  is  sufficient  for  many  x!ray  applications.  It  is  noted  that  to  make  a 
sub!Angstrom FEL operating with a laser undulator in the classical regime where ! ! ! (e.g., 









    QFEL  simulations  were  performed  using  the  model  described  in  [5],  where  the 
wavefunction,  ! !! !!!! !!which  describes  the  electron  pulse  is  expanded  in  terms  of 
momentum states  









where ! ! ! ! !! ! ! ���,  ! ! ! !!, !! ! ! ! ��! !!!!  , and  !! !! !!
! is the probability 
of  finding  an  electron  in  a momentum  state, !!  at  !  and  !!,  where  !  and  !!  are  the  scaled 
interaction  distance  and  the  electron  bunch  coordinate,  respectively.  Here,  ! ! !!!  is  the 
normalized  average  electron  speed  in  the  ! !direction.  In  [5],  it  has  also  shown  that  the 

























�� ! ��� !! !! !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!14! 





















where  ! ! !! ! ! !��  is  the  detuning  parameter,  ! !
!
! !! !



















Due  to  the propagation effect  (where ! ! !),  the  radiation  slips  forward with  respect  to  the 
electron  bunch.  In  our  case  of !! ! !!  (i.e.,  long  electron  bunch),  the  propagation  effect  is 
significant.  In  the  bunch  coordinate  !!,  the  slippage  distance  of  the  radiation  equals  to  !. 
Therefore, the upper limit in the integration shown in Eq. (18) is !! ! !. 
    In what follows, we investigate the evolution of the scaled field intensity  ! ! as a function 
of  !!  by  solving  Eqs.  (15)  and  (16)  numerically.  The  corresponding  power  spectra  are  also 
8 
 
depicted  to  show  the degree of  radiation  coherence. Our  simulations  assume  that  almost  all 
electrons are initially  in the momentum state ! ! ! and the effects of  intrinsic energy spread 
are neglected. In order to neglect the intrinsic energy spread, it should be smaller than the FEL 
line width ! ! ! !.  For  the  parameters  shown  in  Table  I,  our  assumption  is met when  the 
energy spread is approximately ! ! keV. A further increase in the energy spread will contribute 
to the broadening of the resonance, and results in gain degradation. The initial conditions for all 
simulations  are  ! ! ! !! !! ! !,  !!! ! ! !! !! =!!!
!∀!!!!  where  !!!!!  is  a  randomly 
fluctuating phase with values in the range  !!!! , and !! ! ! !! !! ! !! !!
!. Using Eq. (17), 










where  !  is  the  number  of  electrons  in  one  radiation  wavelength.  For  an  initially  random 
distribution of electrons  !!
!
! !!! ! !!!!! ! !!! . Using the parameters in our examples, 
!!!!!08.  This  discussion  assumes  a  classical  picture  of  the  electron  beam  and  of  the 
electromagnetic  radiation.  The  quantum  fluctuations  in  the  position  and  momentum  of  the 
electron  beam  would  be  expected  to  reduce  of  in  the  classical  shot  noise  level.  As  a  first 
estimate, we assume !! ! !!01 in our numerical examples.  
    For  the parameters of  set  (1) when !! ! !!!!!  shown  in  table 1,  the  top plots  in  figures 
3(a),  3(b),  and  3(c)  show  the  scaled  field  intensity  ! !  vs.  !!  at  different  values  of  !.  The 
bottom  plots  show  the  corresponding  scaled  power  !  as  a  function  of  a  scaled  frequency 
! ! ! ! ! !!�� where ! is the resonance frequency. Figure 3(d) shows the variation of the 
average energy ! given by Eq. (18) as a function of !. Similar simulations are carried out for the 
parameters  of  set  (3)  when  !! ! !!!!!  and  are  shown  in  figures  4(a),  4(b),  4(c),  and  4(d), 
respectively. One significant difference between Set (1) and Set (3) is the difference in the value 
of !!!!! ! 81!!!and 140!!  in Set (1) and Set (3) respectively.  It will be shown that the bunch 
length has a small influence on our numerical simulations.  
    During the  lethargy regime seen  in figure 3(d) and figure 4(d) (e.g., when ! ! !!!),  figure 
3(a)  and  figure  4(a)  show  that  the  fields  have  many  random  fluctuations  along  the  bunch 
length. Correspondingly,  the spectra have random spikes at different wavelengths.  In  the  top 
plots of figure 3(a) and figure 4(a), the edge of the scaled bunch length !! ! !!!!!  is illustrated 
by  the  vertical  dashed  line.  At  the  beginning  of  the  exponential  growth  regime  (e.g.,  when 
! ! 10!!), figure 3(b) and figure 4(b) show that the power spectra have narrower width and the 
















sub!Angstrom  FEL  operating  in  the  quantum  SASE  mode.  The  practical  constraints  and 
optimum conditions for efficient operation of QFELs are discussed. It was shown that the main 
requirement is very high beam quality. Therefore, it is desirable to operate at low charge (in 
pCs  range)  to  generate  low  emittance,  low  energy  spread,  and  short  bunch  lengths. While 
beam  degradation  effects  due  to  space  charge  as  the  QFEL  interaction  proceeds  have  not 
been modelled here, they have been considered in [19‐21] and do not appear to be a factor 
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!! ! !!!!, !! ! !!!!, and !! ! !!!!. 
 
                                                       Set (1)                     Set (2)                   Set (3) 
Radiation wavelength  !!!!!  0.5  0.3  0.2 
QFEL parameter  !  0.2  0.2  0.2 
Laser wavelength   !!!��!  1.064  1.064  1.064 
Laser power  !!��!  0.6  0.9  1.75 
Laser minimum radius  !!��!  13.071  11.60  10.74 
Laser pulse width  !!(ps)  13.31  10.61  9.1 
Laser pulse energy  !(Joule)  8.07  9.55  15.92 
(!!!!!!)  !!  24.4  24.4  24.4 
Laser parameter  !!  0.214   0.2952   0.4445  
Classical FEL parameter  !  !!28!10!!  !!62!10!!  !!90!10!! 
Classical gain length   !!!!!!  0.33  0.26  0.223 
Classical cooperation length  !!!��!  31.03  14.70  8.40 
E‐beam energy  !  74.58  98.18  126.20 
Charge per electron bunch  !!pc!  1.2  1.2  1.2 
Normalized emittance   !!!!!!����!  0.01  0.01  0.01 
E‐beam rms radius  !!��!  0.89  0.78  0.68 
E‐beam bunch length  !!!��!  2.52  1.37  1.18 
E‐beam peak current  !(kA)  0.142  0.263  0.304 
Radiation Peak power   !!!��!  3.98  12.24  21.26 
Gain bandwidth   !  !!75!10!!  !!28!10!!  !!50!10!! 
FEL linewidth  !!!!  !!98!10!!  !!18!10!!  !!69!10!! 
Number of spikes  !!  1  1  1 
Photon numbers per pulse  !!!  !!!!10
!  !!!!10!  !!!!10! 
























Figure 3. For Set (1) at !! ! !!5Å,  !
! as a function of  !! (top plots) and the corresponding 
scaled  power !  as  a  function  of  scaled  frequency ! ! ! ! ! !!��  (bottom  plots)  at  (a)  
! ! !!!  (at  the  lethargy  region),  (b)  ! ! 10!!  (at  the  exponential  region),  and  (c)  full 

















Figure  4.  For  Set  (3)  at  !! ! !!2Å,  !
!  vs.  !!  (top  plots)  and !  vs. !  (bottom  plots)  at  (a)  
! ! !!!  (at  the  lethargy  region),  (b)  ! ! 10!!  (at  the  exponential  region),  and  (c)  full 
interaction length ! ! 24!! (at the saturation region) when !!!!! ! 140!!!. Fig. 4 (d) shows 
the variation of ! against !.   
 
 
 
 
 
 
